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Kapitel 1

Termodynamik

1.1 Systemet og dets variable

Er et systems termodynamiske variable uathaengige af tiden, siges det at veere
i en steady state tilstand. Er der yddermere ingen makroskopisk strgm af fx
varme eller partikler, siges systemet at vaere i Ligevaegt.

Et system siges at veere quasistatisk, hvis enhver sendring af systemet forgar
uendeligt langsomt. Et qusistatisk system, hvor det til enhver tid er muligt at
forer systemet tilbage til dets tilstand umiddelbart fgr, kaldes for et reversibelt
system. Et eksempel pa en reversible proces er opvarmning af en gas i en cy-
linder, hvorved gassen udvides.

En variable kaldes for extensiv, hvis den er proportional med systemets stor-
relse. Folgende er eksempler pa extensive variable:

E.V,S,N (1.1)

En variable kaldes for intensiv, hvis den er uathaengig af systemets stgrrelse.
Folgende er eksempler pa intensive variable:

P.T,u (1.2)

1.2 Termodynamikkens love

0. lov

Huis et system A er i ligevegt med de to systemer B og C, er B og C 0gsd i
ligeveegt med hinanden.

Termodynamikkens 0. lov ggr os i stand til at definere et universelt mal for fx
temperatur og andre intensive stgrrelser.

1. lov

Den fgrste lov, fortaeller at der er energibevarelse i et system, men den ggr mere
end det, da den opdeler energien i to bidrag, sa den indre energi er givet ved:

dE = AQ— AW (1.3)

Hvor @ er defineret som varmen tilfort til systemt, mens arbejdet W er defineret
som arbejdet udfert af systemet pa omgivelserne. dE er et eksakt differential,
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2 KAPITEL 1. TERMODYNAMIK

da det ikke afhaenger af vejen mellem start og slut tilstand for systemet.
Generelt galder det at:

ﬂW: —Zdexj (14)
J

Hvor X er den generaliserede kraft, hvilket er en intensiv variable. z; er den
generaliserede forskydning, hvilket er en extensiv variable.

2. lov

AQ e =TdS ,  AQ |0, <TdS (1.5)

TdS er arbejde udfert pa systemet (se (1.4)). Det betyder bl.a. at varme ikke
kan lgbe fra et system med lav temperatur til et omrade med hgj temperatur,
uden at et arbejde bliver gjort pa systemet. Kombineret med termodynamik-
kens fgrste lov, har vi nu:

dE < TdS+ ) Xidz; (1.6)
Hvor lighedstegnet kun gaelder for en reversible proces.

1.3 Termodynamiske potentialer

Helmholtz fri energi A(T,V,N)

Definition:
A=E-TS (1.7)
dA=dE —d(TS) =4Q —TdS — SdT— AW (1.8)
For en isoterm proces gaelder det at:
dA=dE —d(TS)=4Q — TdS— AW = (1.9
AW |ivew =AQ —TdS — dA < —dA (1.10)

Det sidste lighedstegn gaelder pga. termodynamikkens 2. hovedsaetning.

(1.10) forteeller os, at —dA er det maksimale arbejde vi kan traekke ud af et
system, ved konstant temperatur.

Vi ser ogsd af (1.10), at er temperaturen og den generaliserede forskydning
2;(V her!) fastholdte ( 4WW = 0), s& kan en spontan proces kun saenke A. Nar
T og x; er fastholdte, geelder det altsa at ligevaegtstilstanden er den tilstande,
der minimere A.

Gibbs fri energi G(T,P,N)

G=A+PV (1.11)

For fastholdt T og P, gelder det at et en spontan proces kun kan senke G.
Udover disse to meget anvendte potentialer, findes der ogsa et sakaldt grand-
kanonisk ensemble:

Q¢ =A—uN (1.12)
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Nyttige relationer

Fra de frie energier, kan vi opna fglgende tilstandsligninger:

0A 0A 0A

Ty~ 2 wWaen T T aNgy M (1.13)

oG oG 0G

T NP =5 OPTN v ONTP K (1.14)
(1.15)

Fra (1.6) for en reversible proces har vi (galder for mikrokanonisk ensamble,
men forste ogsa for kanonisk.):

dE ~ PdV  pdN

Hvilket giver os:
oS oS oS
s —7-1 _T== = T— = 1.1
OE N,V ’ ON E,v g OV N.E H (1.17)

1.4 Varmekapacitet og andre respons-funktioner

Varmekapacitet for fastholdt volumen og tryk:

Q a8
- =T —= 1.1
& ( ar ), ar ), (1.18)
0Q oS
r ( T ), T ) (1.19)
Sammentrykkelighed for fastholdte temperaturer og entropi(adiabatisk):
1 /oV
1 /oV
Ks=——=|—=—= 1.21
5= ( 0 P)S (1.21)
Den termiske udvidelses koefficient:
1 /oV
=== 1.22
=7 <6T)P,N (122
"Sjov’ relation:
T
Cp—Cy = —Voﬂ (1.23)






Kapitel 2

Ensembler

2.1 Mikrokanonisk ensemble (N,V,E)

Betragter et lukket system. Det kan fx veere N partikler indeholdt i en box,
hvis vaege ikke tillader nogen vekselvirkning med verden udenfor. Vi definere
nu en tilstand i systemet (dvs. position og impuls for én bestemt tid), som en
vektor x(t) i det 6N-dimensionselle faserum.

For fastholdt energi, vil tilstandene x(¢) bevaege sig pd en 6N-1 dimensional
overflade I'(E) i faserummet, vi kan nu beskrive en makroskopisk (maéalbar)
storrelse ¢ ved dennes middelveerdi:

to+1
(6) = - / H(x(1)) (2.1)

T to

For ¢t — oo, vil x(t) have besggt hele I'(E). Dette geelder for ’ergodic systems’,
hvilket betyder at alle microtilstande i faserummet er lige sandsynlige, hvilket
igen betyder sandsynligheden for at veere i netop tilstanden v er givet ved:

P, == 2.2

5 (22)
Hvor Q(E) kaldes den statistiske vaegt, og er summen af alle tilstande i fase-
rummet med den rette energi:

1

VE) = =

/ dN g (2.3)
E<H(x)<E+JE

Vi integrer altsa over alle tilstande, der ligger inden for en vis afstand af en
konstant-energi-overflade i faserummet. Kun enheden af h (virkning) er vigtig
for en klassisk fysisk fortolkning.

Kontakt til termodynamikken kan skabes gennem Boltzmanns entropi formel:

S =kpln(Q) (2.4)

For et stgrre system bestaende af flere af de ovenstaende systemer, gaelder det
at:

Q'cotal = H Qn (25)
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Hvilket forer til:

Stotal - Z Sn (26)

Det gelder, at der er flere mikrotilstande for hgjere energier = stgrre 2 =
stgrre entropi.

Fra forste hovedsaetning, samt antagelsen om at vi ser pa en reversibel proces
(her ligeveegt), har vi for det mikrokanoniske ensemble:

dE  PdV  pdN
dS—?-‘rT—T (2.7)

Vi ser heraf, at vi kan finde temperaturen som:

28\~
2.2 Kanonisk ensemble (V,T,N)

Vi betragter nu et system som vist i Figure 2.1.

System of Interest

5

Heat Reservoir Total System
%

s s

Figur 2.1: Systemet vi betragter, er i termisk kontakt med et meget storre
varmebad, saledes at temperaturen er konstant. Vaeggene tillad en energistrgm
gennem sig, hvorved energi fluktuere mellem de to systemer.

Antallet af partikler (N1,N3) og volumen (V7,V5) for de to systemer er fastholdt.
Energien kan fluktuere mellem systemerne, men den totale energi er konstant:

Eiotal = E1 + E9 = konst. (2.9)
Sandsynligheden for at vores system (1) har en bestemt energi F1, er givet ved:

#(E1)

P((E)=——F7————
1) #(Alle energier)

(2.10)

Eller hvis vi genindfgrer den statistiske veegt () fra (2.3) for de to systemer
(Ql,Qg)S

Pi(Ey) = (2.11)
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Fra definitionen af entropi (2.4) har vi at:

E-FE
Oy(E — Ey) = exp (52(1)> (2.12)
kg
Fra en raekkeudvikling af entropien, og anvendelse af (1.16,1), far vi nu:
B
Qo(E — Ey) = 2.1
o(B - ) = (o (2.13)
Dette gor os i stand til at omskrive (2.9) til:
0 (Ey)e PE
py(Ey) = BE)TTR 26 (2.14)
Hvor den kanoniske tilstandssum Z. er givet ved:
E
Zc Z/ dElgl(El)e_BEl (215)
0
For diskrete energiniveauer erstattes integralet med en sum.
Nyttige relationer
A=—kgTIn(Z.) (2.16)
dn(Z) _ (BA)
E) — = 2.17
Et mal for fluktuationerne i energien er givet ved:
AFE? 1
VISR L (2.18)
(E) vN

For et stort system er fluktuationerne altsad sma.

2.3 Grandkanonisk ensemble (V,T,u)

I dette Ensemble, forstiller vi os nu samme opstilling som i Figure 2.1, men
med mulighed for udveksling af partikler mellem de to systemer. Det totale
antal partikler i de to systemmer er konstant, s& vi har:
FEiotal = E1 + E2 = konst. (2.19)
Niotal = N1 + No = konst. (2.20)

Sandsynligheden for, at det lille system har energien E; og indeholder Ny
partikler, er givet ved:

Ql(El, Nl)eiﬂ(Elip’Nl)

Py(Ey, Ny) = 7 (2.21)
G
Hvor den grandkanoniske tilstandssum er givet ved:
N
Zg =Y Zc(T,Ny)ePM (2.22)
N1=0

Hvor vi har en sum i stedet for et integral, da antal partikler ikke er en konti-
nuert storrelse.
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Nyttige relationer

(2.23)

Igen ser vi at fluktuationerne er sméa for store systemer.

2.4 Gibbs ensemblet -det generelle ensemble

Vi ser igen pa Figure 2.1. Generelt har vi (for en reversibel proces):

TdS = dE - Xidz; (2.25)

Hvor X er de generaliserede krafter og z; er de generaliserede forskydninger. Vi
veelger nu at lade en forskydning kunne fluktuere(og energien!), men fastholde
den totale veerdi i de to systemer, ligsom antallet af partikler kunne fluktuere
i det grandkanoniske ensemble.

E»Otal = acjl + x? = konst. (2.26)

FEtotal = E1 + Ey = konst (2.27)

T

I dette ensemble er sandsynligheden for at det ene (lille) system har energien
E; og forskydningen har vaerdien x;, givet ved:

QB a})e PP Xm)

den(T» Ela x]l)

Py (Ey,z}) = (2.28)

Hvor tilstandssummen som altid blot er et integral (eller sum) over telleren,
der gar over alle tilstande.
Den generelle frie energi er givet ved:

F(T,2;) = —kpTIn(Zyen) (2.29)
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Faseskift

3.1 Termodynamik for faseskift

Et stof er i den fase, hvor den frie energi er minimeret. At opna den mindst
mulige frie energi

F=E-TS

er ofte en ’kamp’ mellem ordnede og uordnede faser. For lave temperature er
det mest afggrende, for minimeringen af den frie energi stgrrelsen af F, hvilket
ofte forer til en ordnet fase, hvor bade E og S har sma vaerdier. For hgje tem-
perature derimod, far entropien mere magt, hvilket fore til en uordnet fase.
Man opdeler i to kategorier af faseskift. 1. ordens faseskift, hvor ’order para-
meter’ er diskontinuert, og 2. ordens faseskift, hvor den er kontinuert.

3.2 Magnetisering beskrevet med Ising modellen, 1D

Vi iagttager nu et een-dimensionalt gitter. Vi antager nu at der pa hver gitter-
punkt sidder en partikel med enten spin op (o = 1) eller spin ned 0 = —1. 1
denne model betragter vi det enkelte spins vekselvirkning med med magnetfel-
tet, samt dets interaktion med den naermeste nabo. Vakselvirkning med spin,
der er placeret mere end et gitterpunkt vaek, negligeres. Hamilton-operatoren
for dette system er givet ved:

n.n. N
H:—JZUZ‘O'j—hZUi (31)
ij i=1

Hvor h er proportionalt med det magnetiske felt, men har enheden energi. Veel-
ger vi J > 0, giver ensretning af spin en lavere energi. Det galder generelt, at
denne lavere energi vil ggre den ensrettede fase mest stabil ved lave tempera-
turer, mens en maksimering af entropien 'vinder’ ved hgjere temperaturer.

Vi kan generalisere (3.1) til andet end spin—% partikler, ved at lade o;0; —
S.:9:;=8;-8;
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Magnetiseringen
Henholdsvis den totale magnetisering og magnetiseringsteetheden er givet ved:

N
M
MZZO’i , M=y (3.2)

Vi har i vores Hamilton-operator for problemet, ikke valgt nogen foretrukken
retning for spinnet (Nar h = 0), og den er derfor invariant under flip af alle
spin. Derfor er spin alignment i den ene retning ligesa sandsynlig som alignment
i den anden retning, nar der ikke er noget ydre magnetfelt.

3.3 Middelfelts teori for Ising modellen

I middelfelts approksimationen, medregnes pavirkningen fra de andre spin gen-
nem et middelfelt. Det betyder at alle fluktuationer negligeres, da dette middel-
felt er ens overalt ({o;) = (0;+1) = ...). Vores middelfelts Hamilton-operator,

bliver nu:
H= —JZ oiqm — hz o (3.3)

hvor q er antallet af naermeste naboer, hvilket gor at dette udtryk ikke kun er
gyldigt i 1D. Vi er nu i stand til at udregne magnetiseringen, hvilket vi ggr ved
at summe over alle tilstande, ganget med sandsynligheden for at netop denne
tilstand forekommer.

o—BH({a;})
m= (o) = Z (Z az> - (3.4)
Allespln i=1

Hvor summen over alle spin betyder at man skal alle o; have veerdierne £1.
Nu er problemet at finde tilstandssummen:

Zo= Y e Pl
Alle spin

— Z e—,B(qu+h) 32,5

Alle spin

— IJ_V[ Z e—ﬂ(.]q7n+h)a,-

j=1 Alle spin

N
= H cosh(B[Jgm + h])

= (2cosh(B[Jgm + h]))™ (3.5)
Indsat i (3.4), kan dette vises at give:
m = tanh(8[Jgm + h]) (3.6)

Denne ligning ma lgses numerisk. Kalder vi magnetiseringen pa venstre side
af (3.6) for m’ og det pa hgjresiden for m, sd ma det galde for en lgsning, at
m = m/ hvilket ses som den bl linje i Figure 3.1.
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15 T T T T T
1 .
05} /
-m
0
My
0.8 /
Fr=F
A rm=tanh(0.2m)
m'=tanh{1.3m)
151 1 1 1 1 1

-1 0.5 1} 0.4 1

Figur 3.1: Nummerisk lgsning af (3.6) med h = 0.

Det ses da af Figure 3.1, at vi ma opdele i to tilfaelde (igen for h = 0):

qJ

— <1 = .
kBT< = m=0 (3.7)
£>1 = m=0,m=+m (3.8)
kBT ) - 0 -

(3.9)
Hvilket betyder at der for alle temperaturer er en triviel lgsning, men for:

q)

T < =
kgT

T., (3.10)

findes ogsa to ikke-trivelle lgsninger. T, kaldes for den kritiske temperatur. De
to ikke-trivielle lgsninger, viser sig at veere de stabile lgsninger, og svarer til en
spontan magnetisering, da der ikke er noget ydre magnetfelt.

Opfarsel af magnetiseringen omkring den kritiske temperatur

For:

h=0 , T~T, (3.11)
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For temperaturer taet pa den kritiske, geelder det at magnetiseringen er lille,
og fplgende raekkeudvikling er derfor i orden:

1

m = tanh (8Jqm) ~ BgmJ — g(ﬁqJ)?’m?’ =
T. 1(T.\°

m<1T>3<T)m =

m=+V3 <§>3 (TC;TY (3.12)

Altsa,
mo (T.—T)? p=_ (3.13)

I Figure 3.2 ses magnetisering plottet for temperaturer omkring den kritiske.

06F

0EF

04

n2r

o2k

o4k

0EF

ek

Figur 3.2: Bemark kun korrekt omkring den kritiske temperatur.

Hvorfor faseovergang aldrig forkommer i Ising-1D for endelige
T

Vi ser nu pa en kaede, hvor J > 0 og alle spin er ensrettet. Energien for denne
tilstand er givet ved:

Ey=—(N—-1)J (3.14)

Vi indfgrer nu en vaeg, saledes alle spin pa den ene side er spin ned, og alle spin
pa den anden side er spin op. Energien for denne tilstanden er givet ved:

E=Ey+2J (3.15)
Forskellen i den frie energi for de to tilstande er givet ved:

AA = AAlle ensrettet — A2 =2J+AS (316)
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For tilstanden, hvor alle spin er ensrettet gaelder det at S = kgln(l) = 0, da
der kun er én mulig tilstand, der giver fuld alignment. For den anden tilstand
er der N — 1 mader at placerer vaegen pa, derfor bliver (3.16):

AA=2J —TkgIn(N —1) (3.17)

Det betyder at i greensen N — oo, vil tilstanden med en vaeg veere den der
minimere den frie energi, for alle endelige temperaturer. Det kan vises at den
frie energi kan mindske yderligere ved at indsatte flere vaegge. Disse vaegge
forhindre en magnetisering i at opsta, og vi ser derfor ingen faseovergang, nar
kun naermeste-nabo-vekselvirkning tages med i betragtning (Eller en hvilken
som helst anden endelig vekselvirkning).

Hvorfor faseovergangen forkommer i Ising-2D

Vi har et N x N gitter, hvor vi placere en vaeg som vist i Figure 3.3.

SEEREXE
SYEEEEY
ZEEEERY

-

*
+
’

R R R R R R R R R R
AR R A R R AR R AR A RN
R R AR R R ERERRERRAAR

Figur 3.3: N x N gitter med en veeg af leengden L

Energiforggelsen af systemet ved at introducere veeggen er givet ved:
AE =2LJ (3.18)

Velger vi at der for hvert skridt er tre muligheder for vaeggens forlgb, hvis vi
starter fra venstre: op(25%), ned(25%) og til hgjre(50%). Vi anser op/ned og
til hgjre for to muligheder med samme sandsynlighed. Det betyder at L = 2N
for N — o0, og et overslag for entropien er:

S ~kpIn(2EN — 1) ~ kpIn(22VN) (3.19)

Hvor 2° faktoren i den statistiske veegt kommer fra det faktum at keden er
L skridt lang, og der er to muligheder pr. skridt (op/ned og til hgjre). N —1
faktoren i den statistiske vaegt er tilfgjet da det er antallet af muligheder for
startpunktet af keseden.

Nar ovenstaende indsattes i udtrykket for den frie energi (A = E—T'5), findes
det at en vaeg s@nker den frie energi, men kun hvis:

J
T> 288" (3.20)
kg

Det betyder at der er mulighed for en fase med en endelig magnetisering og
dermed et faseskift.
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3.4 Bragg-Williams approksimationen

Ideen bag BW approksimationen er, at opstille et udtryk for den frie energi
som en funktion af ’order parameteren’ (magnetiseringen):

F=E-TS—hVm (3.21)

Energien for tilstanden opnér vi ved at indsaette (middel) magnetiseringen ind
pa alle o1 (3.1):

E~ me2Ng — hNm (3.22)

Et udtryk for entropien opnar vi ved at benytte at den statistiske vaegt for en
given magnetisering er givet ved:

a_ (M) _ NI NI (3.23)
“ W) T NI(N=Np)! T NN '

Benytter man nu Stirlings formel (In(N!) ~ NIn(N) — N) samt at:

N(1

5 (3.24)

Faes:
1
S = Nkp (ln(2) - 5[(1 +m)In(1+m)+ (1 —m)ln(l — m)]) (3.25)

Vi kan opnéd samme resultat som i (3.6) ved, at aflede den frie energi mht.
magnetiseringen:

oF

— =0 = m=tanh(B8[Jgm + h]) (3.26)

om
Det viser sig altsa at der opstar minimums punkter i den frie energi for en
endelig magnetisering nar vi er under den kritiske temperatur. se Figure 3.4.
Ogsa i denne model far man for opferslen omkring den krittiske temperatur(jvf.
(3.13)) at: B = %

3.5 Bethe approksimationen

Ideen i denne approksimation er, at vi udvalger en partikel og beskriver dens
vekselvirkning med neermeste naboer eksakt. Deres naboer vil derimod stadig
blive beskrevet via et middelfelt. For et simpelt kubisk gitter i 2D er situratio-
nen vist i Figure 3.5.

Hamilton-operatoren for denne gruppe er givet ved:

nguppe:_JUOZUj_hUO_h/ZUj (327)

Hvor I/ er et effektiv felt, der bestar af det faktiske magnetfelt, samt middel-
feltet fra naboer til den udvalgte gruppe.
Ideen er nu at udregne tilstandssummen for systemmet (Z = > 1o tistande @i€ 22,
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Order parameter m

Figur 3.4: Plot for T > T, (den smalle kurve), T =T, og for T < T,

® S

oo,

Figur 3.5:

og derefter finde middelvaerdien (o). Pa grund af vores méade at bygge system-
met op pa, far vi ikke samme resultater for oy og de andre spin.

Vi kraever at vores system skal vere isotropt, og derfor (og) = (o) for alle j.
Dette giver os fglgende ligning for A':

(cosh[B(J +hNT™! _ agp
(cosh[B(J — h')])21

(3.28)

Det kan vises (se figurer i forlaesningsnoter) at der for tilstraekkeligt lave tem-
peraturer er tre lgsninger. Den kritiske temperatur viser sig at veere givet ved:

Bod = %m ((132> (3.29)

Dette viser sig at vaere en stor forbedring i forhold til den rene middelfeltsteori.
I den almindelige middelfelts approksimationen negligerede vi spredning af (o),
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og havde derfor:
(oi)(0j) = (0i0;) (3.30)

I Bethe approksimationen, kan det ved at indfgrer vekselvirkningen mellem
naermeste naboer J som variable, vises at:

Z(Umﬁ = % tanh(5J) (3.31)
(i)
Hvilket afspejler at vi ikke helt har negligeret fluktationer, men resultatet er
stadig ikke korrekt. For 2 dimensioner og mere skal korrelationen mellem to
spin, vokse meget mere end Bethe approksimationen forudsiger.

3.6 Opforsel for middelfelts approksimationer naer den
kritiske temperatur

Vi bemerker fgrst, at de kritiske eksponenter i middelfelts approksimationer
ikke afthzenger af dimensionen, hvilket ikke er korrekt .
Vi har set at det for magnetiseringen gaelder at:

m o (T, — T)? (3.32)

Hvor g = % i middelfelts approksimationen. De malte veerdier for 5 er noget
lavere (fx ~ % i 3D).

Det kan vises at suceptibiliteten (%—Z’) divergere nar man naermer sig den kri-
tiske temperatur (bade oppefra og nedefra):

X =AL|T = Tc|™7 (3.33)

Hvor v = 1 i middelfelts approksimationen. De malte veerdier for v er hgjere
(fx T i den eksakte lgsning for Ising 2D).
om

Det kan ved at indsztte middelveerdien for magnetiseringen i x = 7', vises
at:

X X Z<000i> —(00){(04), (3.34)

der jo netop fortaller om korrelationen mellem spinene, hvilket jo er nul i (den
simple) middelfelts approksimationen.

Vi kan vurdere varmekapaciteten i (den simple) middelfelts approksimationen,
ved at benytte:

N
E=(H)=-J) (0))(0;) = —5qu2 (3.35)
(ig)
Nar dette afledes med hensyn til temperaturen, faes:
3Nkg For T T
— 2 c
Ch=o = { 0 For T >T. (3.36)

Vi ser en diskontinuitet i varmekapaciteten. Dette er vist for den simple mid-
delfelts approksimation, men det kan vises at alle middelfelts approksimationer
har problemet, ogsa Bethe approksimationen. Den korrekte opfgrsel er:

Cho = B4|T —T,| @ (3.37)
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3.7 Eksakt lgsning af Ising 1D

En og to dimensionelle Ising modeller er nogle af de fa systemer, hvor vi kan
finde tilstandssummen og for 1D tilfeeldet er udtrykket endda sa simpelt, at vi
kan arbejde videre med det og finde diverse interessante stgrrelser.

Vi har som altid Hamilton-operatoren (hvor vi antager periodiske graensebe-
tingelser):

N N
H = 7(]201'0'1'4,_1 - th
1=1 =1
al h
= — Z |:JUZ‘UZ'+1 + 5(0'1‘ + Ui+1):| (3.38)
=1

Tilstandssummen bliver nu
i h
7 = J 05 —(0; [ 3.39
2pr(ﬂ[ s+ o+ )| ) (3.39)

Hvor vi har trukket summen ud fra eksponentialfunktionen, hvorved den er
blevet til et produkt. Vi indfgrer nu:

P Py
P= 3.40
{ Py Py } (840)
Hvor:
Pll = 6B(J+h) (341)
P, =ePUN (3.42)
P =P1-1)=¢" (3.43)

Nu kan vi opskrive tilstandssummen som:
ZN =Y PrioyPosoyPoyo, = Tr(PY) =AY + A (3.44)
==+1
Hvor A1 og Az er henholdsvis den hgjeste og den laveste egenveerdi for P. Vi
gnsker nu at finde den frie energi i den termodynamiske granse:
G = —kgTIn(A\Y + \Y) - —NkpTIn(\;)  For N — oo (3.45)

Vi kan nu bruge denne Gibbs frie energi til at finde magnetiseringen:

iG = —SdT — MdH = M =— (¢ (3.46)
oh ),

Vi finder nu endelig det eksakte udtryk for magnetiseringen:
sinh(5h)

m= (3.47)
\/sinh2 (Bh) + e—487
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Vi ser at hvis h = 0 vil m = 0 for alle 7" # 0, s& der findes ikke en endelig
kritisk temperatur, hvilket star i modsatning til middelfeltsapproksimationen,
hvor en sddan fandtes. Der vil dog veere en ordnet tilstand hvis 7" = 0 eller hvis
h # 0.

Vi vil nu vurdere korrelationen mellem spinene. Da vi har tilstandsummen er
det en ligefrem opgave at evaluere (for h = 0, T # 0):

(0:0147) = (0:){0i47) = .. = (tanh(B.])) = e~ (3.48)

Hvor £ kaldes korrelationsleengden og divagerer for T' = 0. Generelt har man
at & divagerer ved kritiske punkter.
Det er nu klart, at middelfelts teorien der negligere korrelationen (eller for de
mere avancerede, negligere korrelation med fjerne spin), ikke kan forventes at
kunne forudsige de kritiske koefficienter korrekt, da alle spin her er korrelerede
til hinanden uafheengigt af afstand.

3.8 Eksakt lgsning af Ising 2D (skitseret)

Hamilton-operatoren for N x N-gitteret, kan opskrives pa fglgende form:

N N
H = —J Z [Ji’jJiJrl’j + Ui,jai,j+1] —h Z (349)
i=1,7=1 i=1,5=1

Vi benytter periodiske greensebetingelser, saledes at o s ; = 03 ;. Det viser sig,
at maden at fortsaette pa er, at dele vores gitter op i koloner, og lgse problemet
for kolonerne. Dette ggr os i stand til, ligesom vi gjorde i en dimension, at
indfgrer en matrix P. For dette problem er P bare ikke en 2 x 2 matrix, men
en 2V x 2V matrix, med tilhgrende 2%V egenveerdier. Igen er det dog kun den
stgrste egenveerdi, der overlever i den termodynamiske graense N — oo:

Z=Tr(P)N = A + A + .+ A0 =AY (3.50)

Jeg vil her ikke lade som om vi har lgst problemet, for der er stadig det meget
alvorlige problem, at finde den stgrste egenvaerdi tilbage. Nar et udtryk for
tilstandssummen er fundet, er det dog ligefrem at fglge (3.45) og herefter finde:

1 [0G
om
oG
€= (3.53)

Ved at finde disse veerdier, finder man varmekapaciteten divergerer logaritmisk
for T =T, (o = 0). De andre kritiske eksponenter er: § = % og v = %.
3.9 Landau teori for faseskift

Grundlaget for Landau teori for faseskift er antagelsen om, at man omkring et
kritisk punkt, kan opskrive den frie energi som en potensrakke i ordenspara-
meteren. Onkser vi at undersgge spontan magnetisering i et stof uden retnings-
bestemt struktur, ma det geelde at G(m,T) = G(—m,T), og ulige potenser af



3.9. LANDAU TEORI FOR FASESKIFT 19

magnetiseringen i potensrackken, ma derfor falde bort:

(XWLT):ch)+%b@ﬁnﬂ—%ic@ﬁnﬁ—%édﬂﬂm§+u“ (3.54)

Vi vil nu se pa to forskellige tilfaelde

¢ d,ye...>0,b(T)

Hvor b skifter fortegn for en kritisk temperatur Tp:

b(T) = bo(T — T, (3.55)

I dette tilfeelde far man en forskel i fri energi i forhold til fasen med m = 0 som

vist pa Figure 3.6.

Order parameter m

Gln,T)-GO,T)

Figur 3.6: Plot for T > T, (smalt), T =T, og T < T, (bredt med to minima)

Det ses af figuren, at der er tale om et 2. ordens faseskift, da der aldrig opstar
lokale maksima mellem m = 0-tilstanden og tilstanden med spontan magneti-
sering. Det betyder at magnetiseringen er kontinuert funktion af temperaturen.
Man far i denne model samme udtryk for de kritiske eksponenter som i mid-
delfelts approksimationen.

d,e...>0,b(T) >0,¢(T)

b(T') har samme opfersel som fgr, men ¢(T) skifter nu fortegn ved en hgjere
temperatur T7:

o(T) = co(T — T¢) (3.56)

I dette tilfeelde far man en forskel i fri energi i forhold til fasen med m = 0 som
vist pa Figure 3.7.

Der er her tale om et 1. ordens faseskift, da minimumspunktet for den frie
energi i lang tid ligger i tilstanden m = 0, men ved en bestemt temperatur
zndres magnetiseringen til en endelig veerdi. Magnetiseringen er altsa ikke en
kontinuert funktion af temperaturen i dette tilfeelde.
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Order parameter m

G(m,T)-G(O.T)

Figur 3.7: Plot for T' > T, (smalt), T =T, og T < T, (bredt med to minima)

3.10 Korrelations leengde og Ginzburg kriteriet

Vi opskriver nu Hamilton-operatoren for vores Ising model som:
H= (Z —Kijaiaj —Z)\Z‘G'i)/ﬂ (357)
ij i

Hvor K;; er en matrix, der indeholder information om koblingerne mellem de
forskellige spin og A er et eksternt felt (proportionalt til, men med enheden
energi), som kan variere fra punkt til punkt. Der blot er divideret med §, for
at opna de samme koefficienter som til forelaesningerne.

For Ising modellen har vi:

- _ J BJ Foriog jnaermeste naboer
Ky = { 0 Ellers (3:58)
Vi gnsker nu at undersgge korrelations funktionen:

Cij = (0i05) — {oi)(0;) (3.59)

Vi kan nu bruge (3.52) til at udregne tilstandssummen (Z = Z{aw} e~ BAH{gio ),
og derigennem evaluere (o;0;) og (0;). Vi far fplgende udtryk for korrelations
funktionen. For at fa nyttig information ud af udtrykket, viser det sig at vi skal
lave en Fouier transformation af det, hvilket giver os:

1 —m?

T 1-(1-m)K(k)

Ck) (3.60)
Nu kan man finde K (k) for et simpelt gitter, og indsatte dette udtryk i (3.60).
I denne udregning (som ikke gennemgées her), definere vi en meget vigtig
stgrrelse, nemlig korrelations leengden (enhed leengde):

£2= ai% [(1 + mQ)% - 1} (3.61)
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Hvor ag er gitterkonstanten (afstanden mellem to spin), ¢ er koordinations-
nummeret (antal naboer). m = 0 lige over den kritiske temperatur, og vi ser
da at korrelationsleengden divergere for den kritiske temperatur.

Det viser sig, at vi nu kan opskrive (3.60) som:

T q 1

‘W=rarrer

(3.62)

Man kan nu lave en Fouier transformation tilbage til afstande, for at se hvorle-
des denne funktion afthaenger af afstanden mellem vekselvirkende spin (Bessel
funktion (~ 6_%)). Vi lader her som om vi allerede har gjort dette, og gnsker
at anvende dette til vurdere fluktuationen af et enkelt spin:

Cii = (07) — (03)? (3.63)
CR=0)=..x ()" 7" « | -T,|F (3.64)

Proportionalitetstegnene gaelder nar vi er taet pa den kritiske temperatur. Vi
ved fra middelfeltsteorien, at () o |T' — T.|2. Disse ting giver os hovedresul-
tatet:

Ao? T-T.|% _
(Ac?) | A (3.65)
(o) |T —T,|2
For T' — T, har vi:
0 Ford>4
(3.60) %{ ~ Ford<4 (3.66)

Den kritiske dimension for Ising modellen er altsa 4, da fluktuationerne for
hgjere dimensioner dgr ud og ggr middelfelts approksimationen eksakt.






Kapitel 4

Scaling, universalitet og
renormalisering

Vi kender fglgende opfaersler omkring den kritiske temperatur:

x(0,T) o |T —T.|77 (4.1)
C0,T) oc |T —Te|~ (4.2)
m(0,T) (T, — T)" (4.3)
m(h,T.) x |h|%sign(h) (4.4)

Ud fra disse relationer og en termodynamisk analyse, hvor vi bl.a. stiller som
krav at varmekapaciteten altid skal veere positiv, far vi fplgende relation:

a+28+y>2 (4.5)

I virkeligheden viser det sig, at det altid er et lighedstegn, der indgér i (4.5),
hvilket ggr de kritiske eksponenter afhaengige af hinanden (i en hgjere grad end
ellers).

Antager vi at den frie energi skalere pa folgende made:

G(t,h) = \"4G(\Yt, \%h) (4.6)

Hvor t = T}—CTC Vi far nu fra (4.6) at:

a= (4.7)
y
p=2-2 (4.8)
y
2 —d
== (4.9)
5=~ - - (4.10)

Det ses herfra at de kritiske eksponenter udelukkende afhaenger af systemets
dimension og maden det ’scaler’ pa.

Fra denne analyse far vi ogsa at de kritiske eksponenter skal vare ens pa begge
sider af den kritiske temperatur. Vi ser af (4.7-10), at disse igen giver os (4.5),
men yderligere ogsa:

BG-1) =1 (4.11)

23
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4.1 Kadanoffs tilgang

Vi ser nu pa en d-dimensional Ising model, der er taet pa et kritisk punkt,
hvilket betyder at korrelationslaengden er meget stor. Dette systems afstand
fra ligevaegt beskrives ved h' = h—h.ogt = % Ideen er nu at erstatte spin
med grupper af spin som det ses for 2D i Figuré 4.1.

© o of[c o ol o o
o O o|lO © ¢l o o
jlo 0 ollo © ollo @ o
@ o olio o o|l|o o o
o O g||lo © o]l & o
o O ojlo © ojle © o
O 0o ol o of|e o o
0 O o|l|lo 0 ojlo O o
o O oljo © o|ljloc © o

Figur 4.1: Spin inddeles i felter, der har sideleengden L, der males i forhold til
den afstand mellem gitterpunkter. Her er L = 3.

Den j’te gruppe erstattes af ét spin, saledes at o; = %1. Dette nye systems
afstand fra ligevaegt kan beskrives ved b/ og t. der ma for en sadan udskiftning
geelde at:

B — —h' Hvis h — —h (4.12)
t' -t Hvis b — —H (4.13)
t=h"=0 Hvist=h=0 (4.14)

Folgende relationer overholder dette:

n =hnL* (4.15)

t=tLY (4.16)
Hvor det eneste krav til x og y er at de er positive og storre end 1, saledes at
de nye system er laengere fra det kritiske punkt end det gamle. Dette gor os i
stand til at vise at (4.6) var en rimelig antagelse, da den frie energi ma athzenge

pa samme méde af i’ og { for det nye system, som den gjorde af i’ og ¢ for det
gamle system:

G, ') = L7G(LYt, Lh) (4.17)

Da det vi har gjort blot er at 'zoome’ ind pa gitteret, ma det galde for korre-
lationsleengden at:

£(t,h) = LE(LYt, L*R) (4.18)

Bemaerk at korrelationsleengden er laengere, da vi har fjernet os fra det kritiske
punkt. Vi kan nu arbejde videre og finde folgende sammenhang (se (4.7)):

dv=2—« (4.19)



4.2. UNIVERSALITET 25

Hvor v er den kritiske eksponent for korrelationslaengden:
o [t (4.20)

En god made at teste ’scaleing-reglerne’ er at teste dem for 2D Ising, da vi her
kender alle stgrrelserne, da problemet kan lgses eksakt.

4.2 Universalitet

De kritiske eksponenter afhaenger ikke af gittertypen. To ting viser sig vigtige
for eksponenternes opfgrsel, den ene er som vi har set systemets dimension (d).
Den anden er spin rummets dimension n (Ising: n=1, Heisenberg (S; - S;): n=3
).

Det viser sig det er symmetrien af Hamilton-operatoren og ikke n, der er afgg-
rende. Altsa gaelder det at systemers kritiske eksponenter opferer sig ens, hvis
systemerne har samme dimension og Hamilton operatoren har samme symme-
trier.

4.3 Renormalisering for 1D Ising model

Hamilton-operatoren for problemet er givet ved (dimensionslgs udgave):

N N
H=KY oiois1+hYy oi K=pJ,h—ph (4.21)

=1 i=1

Vores ’trick’ er nu at indsette o; = +1 for alle lige spin, og derved opna
et udtryk for tilstandssummen, der kun indeholder de ulige spin; altsa ud-
trykke tilstandssummen for vores system, gennem et nyt system med en ny
koblingskonstant K’ og oplevende et nyt felt h’. Vi starter med at opskrive
tilstandssummen:

N
Z = Z exp <Z Koioi41 + hUi)

{o:} i=1

= Z exp (;L(O'l + 0'3)> (exp [k(o1 + 03) + h] + exp [—(k(o1 + 03) + h)])
{o;},ulige

X exp (}2‘(03 + 05)> (4.22)

(4.22) kan gennem defination af en funktion g(XK, h), der athaenger af de oprin-
delige stgrrelser for kobling og felt, skrives som:

M vz

Z =Y exp | Ng(K,h)+

h
[K/(021+102¢+3) + 5 (02i4102i13) (4.23)
{o:}

2
1

.
Il

Z(4,K',h")
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Altsd ser vi at:
_ _Ng(K,h) N AN
Z(N,K,h) ="M 7 E’K’h (4.24)

Vi kan nu forsaette forfra, og fjerne alle lige spin i det nye system. Det vigtige
at bemerke er at g(K) har samme form, nu naturligvis med K — K'.
Hver gang vi fjerner halvdelen af spinene i vores system, kan det vises at:

J
K=—>K 4.25
Med lighed kun nar K = 0 eller K = oo, hvilket kaldes fized points. Vi ser altsa
at hver renormalisation fgrer os til hgjere temperaturer og vaek det kritiske
punkt. Dette stemmer overens med vores forventning om at:

1
gNyt system — §€Gammelt system (426)

I enheder af de enkle systemers afstande mellem gitterpunkter. Det viser sig at
feltet h' stiger for hver renormalisering.

Fra disse udregninger ser vi at der ikke er en endelig kritisk temperatur for
1D-Ising modellen. Dette kan vi se udfra K’s opfgrsel ved interationerner, som
giver os en hgjere temperatur og dermed giver mere uorden per iteration. Efter
mage iterationer, vil bade K og £ ga mod nul, da dette svarer til at ga til hgje
temperature.

4.4 Renormalisering for 2D Ising model

Antager i det folgende, at der ikke er patrykt noget ydre magnetfelt (h = 0) og
periodiske graensebetingelser. Ligesom vi gjorde i 1 dimension, opdeler vi nu
gitteret i to undergitre, se Figure 4.2.

® & o ¢ -

* @
O
9,
o

0]

@ @

Figur 4.2:

Det nye undergitter, betyder at ethvert spin sidder siledes at alle naermeste
naboer sidder i det andet gitter. Vi udvaelger nu et spin (og), og ser pa dets
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bidrag til tilstandssummen:

7= Y efoolortortarton (4.27)
g0
!/

K
= 9K exp (2 [0102 + 0203 + 0304 + 0401]) (4.28)

Hvor K er koblingsstyrken, og er defineret som i 1D tilfzeldet. (4.28) er et forsgg
pa at anvende samme fremgangsmade som i 1D, hvor tilstandssummen for det
fulde gitter, blot er givet ved tilstandssummen for undergitteret moduleret af
en funktion, der af den oprindelige koblingsstyrke. Dette viser sig dog ikke at
veere muligt, men i et forspg pa at folge denne (lidt forkerte) strategi, kan vi
prove at indsette folgende 4 set af o-veerdier i habet om at bestemme de to
ubekendte (g(K) og K'):

01 =09 =03 =04 (4.29)
01 =09 =03 =—04 (4.30)
01 =09 =—03=—04 (4.31)
01 = —09 =03 = —04 (4.32)

Da der her er 4 ligninger med 2 ubekendte, har vi et overbestemt ligningssystem,
men det lgser vi ved at indfgrer 2 nye variable. Disse er koblingsstyrken mellem
nest-naermeste naboer K» og en koblingsstyrke for en kobling mellem alle fire
spin, s& (4.27) nu kan skrives som:

K/
7, =e9E) exp (2 [o102 + 0905 + 0304 + 0401]>
exp (Ks [0103 + 0403)) exp(K401020304) (4.33)

Vi kan nu bruge (4.29-32) til at finde udtryk for vores fire variable (¢(K), K', Ko
og Kj4). Vi husker nu tilbage pé, hvad vores oprindelige mal var, nemlig at
erstatte vores Ising model med en anden Ising model, men det er jo ikke, hvad
vi har gjort nu, da vi har medtaget flere vekselvirkninger. Et naivt forsgg kunne
veere at saette Ko = Ky = 0, men det viser sig kun at fgrer til ’fixed points’
ved K =0 og K = 0.

Fremgangsmaden, der giver et fornuftigt resultat viser sig at veere Ky = 0, og
sa definere en nu nsermeste nabo vekselvirkning K’ ved at kigge pa tilstanden,
hvor alle spin peger i samme retning, da det her galder at:

NK' + NKy~NK' = K +K,~K' (4.34)

Ligningen vi far ud af dette er:
K = gln(cosh(élK)) (4.35)

(4.35) har et kritisk punkt (K’ = K) for endelige K. Dette punkt er ustabilt i
den forstand, at (For smé sendringer i K):
dK’
dK

=145 (4.36)
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Hvilket betyder at vi bevaeger os vaek fra dette kritiske punkt for hver renor-
malisation, sa starter vi ved en K-veerdi der er hgjere end vores fixed point, sa
vil K — oo og dermed £ — oo for det makroskopiske system, hvilket betyder
at vi har en ordnet tilstand. Tilsvarende vil en K-veerdi, der er lavere en fixed
point ga mod 0 og vi har samme situation som i 1D.

Den kritiske eksponent v

Da gitterkonstanten i det nye gitter er v/2 gange gitterkonstanten i det gamle
gitter, har vi nu (h = 0):

£(t,0) = V2¢(vV2't,0) (4.37)

Vi kan nu finde v gennem sammenhangen y = % Vi kigger nu pa temperaturen:

' =t(V2)Y =y= ln(iﬁ) In <IZ> = % (4.38)

Temperaturene kan findes fra koblingskonstanterne via den seedvanlige relation:

J

K=—"_
kpT

(4.39)

For at finde den kritiske eksponent for vores 2D-model, approksimeres £ med

t
dK’ oz o 1_
77z sa vi finder & =1,07.

4.5 Renormalisering generelt
Vi indfgrer en vektor af koblingskonstanter:
K = (K1, Ks, ..., K,) (4.40)

Det skal gaelde for denne vektor, at den indeholder samme slags vekselvirkninger
efter renormalisering. Hamilton-operatoren (dimensionlgs! se (4.21)) for og efter
renormaliseringen, vil da have fglgende form:

H= En: Kotalo)) — (4.41)
H' =Y Kl ¥a(o;) + Ng(K) (4.42)

Hvor v, fx kunne vaere nzermeste naboer Z<ij> 0i0;.
Ligesom vi sa for en dimension, galder det ogsa generelt, at:

Z H Z H'+Ng(k Ng(k
ZSystem = e = € g(lo) — € 9( )ZRenorm(Lliseret system

Alle Alle tilbage
(4.43)
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points

Ky

Figur 4.3: Den stiplede linje er et system med fastholdt %

Fixed points

Vi forstiller os nu 2 dimensionale systemer, hvor der er vekselvirkning med
bade naermeste nabo (J;) og neest-naermeste nabo (J2). Vi forstiller os at de
tilhgrende veerdier K; og Ko har et kritisk punkt Kjc, Koc, men der er flere
kritiske punkter, hvilket vi kan se ved at iagttage systemer med et andet forhold
mellem J; og Ja. Se Figure 4.3.

Det gelder at et ’fixed point’ opnaet fra renormalisering ligger pa denne linje.
Grundet stabiliseringsegenskaberne ved fixed pointet, sa vil vi altid enten be-
vaege os vk fra, eller hen mod dette. Det gaelder at ved denne bevagelse, kan
vi ikke krydse den kritiske linje. I sidste ende vi har vi 3 mulighed:

e Vi kan g mod T = 0. I sa fald vil vi vaere i en ordnet fase.
e Vi kan ga mod fixed point, hvilket vil betyde at vi er pa den kritiske linje.

e Vi kan gad mod T = oo, hvilket betyder at vi ikke er i en ordnet fase.

For d-dimensioner, forstiller vi os en kritisk overflade, renormalisering pa denne
overflade vil fgrer os mod et ’fixed point’.

Relevante og irrelevante felter

I en model beskrivende et fysisk system, vil vores Hamilton-operator besté af
en raekke vekselvirkninger, vis bidrag bliver styret af ordensparameteren. Disse
led kalder vi for felter.

Nar man laver renormalisering galder det om at konstruere en Hamilton-
operator, der ligner den oprindelige, s& man kan fortsatte med den samme
operator i det uendelige. Ved denne process har man nogle gange behov for at
indfgre nye felter (som vi f.eks. gjorde i 2D Ising). Om disse felter er relevante
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bestemmes af deres stabiliseringsegenskaber ved renormalisering. Gar feltstyr-
ken mod ’fixed point’-styrken ved renormalisering, betyder det at lige meget
hvad styrken var da vi startede, vil vi makroskopisk set have samme system.
Det er med andre ord irrelevant hvad vi startede med. Disse felter kalder vi
irrelevante felter.

Gar felterne derimod vaek fra fixed point (som K i 2D-Ising) vil der veere stor
makroskopisk forskel pa om vi starter pa den ene eller anden side af fixed point,
s disse feler er relevante. Ved disse betragtninger ses det at de relevante felter
for 2D-ising er temperaturen og magnetfeltet og det er derfor udelukkende disse
der bestemmer de kritiske eksponenter i renormaliseringsbilledet.



Kapitel 5

Stokastiske processer

5.1 Markov processer

Markov processer er navnet for processor, der udelukkende afhaenger af hvilken
tilstand systemet er i, og ikke dets forudgaende historie. Sandsynligheden for
at vores system er i tilstand specifik tilstand z er givet ved sandsynlighedsfor-
delingen P(x), der ma veere normaliseret saledes at:

/P(x)dx =1 (5.1)

(5.1) bliver naturligvis til en sum, hvis z antager diskrete vaerdier.

Raten (procent sndring pr. tid) af henfald fra tilstanden x til 2’ skriver vi som
Wyar. Vores sandsynlighedsfordelings tidsudvikling er styret af den sakaldte
master equation:

O P(z,t) = /dx/ (W P(2' 1) — War P(z,t)] (5.2)
Begrebet om detaljeret balance betyder at:

wa/ = Wa:’a:eﬁ(EmiEwl) (53)

Hvilket betyder at sandsynlighedsfordelingen i fx. (5.2) vil endre sig indtil
ligeveegt har indfundet sig. I ligeveegt geelder det at:

Woa P(a’, 1) = Wy Pla, )% (5.4)

Det vil sige, at der ikke lgber nogen sandsynlighedsstrom i (5.2).
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Kapitel 6

Ude af ligevaegt

Vi betragter nu et system der ikke er i ligeveegt, men er sa teet pa ligevaegt,
at det befinder sig i det lineere regime. Det betyder at forskydningen fra lige-
vaegt er en linezre funktion af den perturbation \(t), der fgrer systemet ud af
ligevaegt. Hamilton-operatoren bliver for det perturberede system bliver:

H = Hy+ \t)A(x) (6.1)
Vi laver nu en tilstand ude af ligeveegt, dette gores ved konstruktionen:

)\Oeet t<0
A(t) = - 6.2
®) {O ellers (6.2)

Dette kan ses som en kraft der adiabatisk bliver anvendt pa systemet, men det
vigtigste er blot at vi til tiden ¢ = 0 har et system der er i ligeveegt for H, men
at vi til ¢ > 0 er ude af ligeveegt i forhold til Hy.

Vi er som udgangpunkt interesseret i, hvordan et sadant system opfgrer sig, i
forhold til dets ligeveegttilstand, da vi antager at tilstanden bevaeger sig mod
ligevaegt. For en observabel B i systemet, definerer vi respondsfunktionen:

(0B(t)) = (B)t — (B)eg (6-3)

Dvs. det er forskelen mellem middelvaerdien (taget over alle systemets tilstande)
af B til tiden ¢t. En anden vaesentlig stgrrelse at kigge pa er sammenhaengen
mellem pertubationen A og vores observabel B. Dette sammenhang beskriver
vi ved korrelationensfunktionen:

Cpa(t —t') = (0B(t)5A(t))eq (6.4)

Dette er nu vores redskaber til at kigge pa systemer ude af ligevaegts.

6.1 Omnsager og fluktationer-deempning

Onsagers regressionshypotese siger, at korrelationen er proportional med re-
spondsfunktionen:

(6B(t)) x Cpa(t) (6.5)
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Da vi forventer at B gar imod en ligvaegtsveerdi for store tider, ser vi at ogsa
korrelationen mellem A og B gar mod nul for store tider. Bemark at denne
relation ogsa gaelder for spontane fluktuationer, da systemet ikke kan se forskel
pa om der er tale om en spontan proces eller en udefrakommende indgriben.
Udregnet for en delta-funktion, kan (6.5) vises at blive:

(6B(t)) = BAoCralt) (6.6)

6.2 Fluktationer og arbejde

Vi vil nu kigge pé en stokatisk markov process (se kap. 5 for definition), hvor
vi som bekendt har sandsynlighedsfordelingen
e~ BH (@)

Z

o

PEQ(‘r7N) = (67)

Med ¢ € {1,2,3,...} s z(t) og pu(t) defineret i samme skridt som ¢ Vi ved
nu fra vores masterligning at sandsynligheder for, at veere et givent sted til en
given tid vil udvikle sig som

p(z,t+1) Z Waa (14 ‘1) (6.8)

Fra masterligningen har vi ogsa, at ligevasgtssandsynlighedsfordelingen er givet
ved:

Peq (w, ) Zsz Peq x s ) (6.9)

Vi @endre nu det kemiske potential, hvilket vil sige, at vi forer systemet ud af
ligeveegt. Dette resulterer i en energizendring

dE(p) = dW + dQ, (6.10)

hvor
AW = dH (, j1) Peg(, (1)) (6.11)
dQ = H(x,p)dPeq(x, ). (6.12)

Vi har her valgt arbejdet til at veere den energisendring der kommer som fglge
af, at energien andrer sig, mens at varmen er givet ved @ndring af ligevaegts-
betingelsen, dvs. at energien vil flytte sig. Vi kan summe op i 7 tidsskridt og
fa det samlede arbejde og den samlede varmeandring:

W= Z( o(t+ 1), (t+1))—H(9c(t+1),,u(t))) (6.13)

Q=" (H(a(t+1),u(t) - H(x(t), u(t))) (6.14)
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Dermed bliver
AE=W+Q (6.15)

hvor energizendringen kun afhaenger af start og sluttilstanden, mens at arbejde
og varme ogsa afhaenger af vejen, praecis som vi ogsa kender det fra klassiske
termodynamiske processor.

6.3 Tidsinverterede veje

Vi vil nu kigge pa det tidsinverterede tilfeelde, dvs. vi har samme tidsintervaller
som fgr, men vi tager nu den modsatte vej i (z, u)-rummet. Motivationen for
dette er at vores intuition siger os, at spontane fluktationer ma vaere reversible
processer. Derfor vil vi gerne undersgge termodynamikkens 2. lov, for beveael-
gelser mod ligevaegt, i et ikke ligevaegts system. Lad derfor Z og i beskrive den
tidsinverterede veje. Det geelder nu, at

W (1) Peg (@', ) = Wy Peg (2, 1) (6.16)
hvis der er detaljeret balance i systemet, galder det ogsa at
Waw = Warg (6.17)

Vi vil nu kigge pa sandsynlighed for at vi har gaet en bestemt vej. Dette ggres
ved at summe sandsynlighederne op, sa vi ender ud med at sandsynlighed for
at have gaet vejen x er

P(x) = Wairya(r—1) (7)) - .- Wa1)a(0)- (6.18)
Gogres det samme for den tidsinverterede vej far vi, at
P(i) = P(x)e (6.19)

og med lidt teknisk snilde kan man omskrive dette til

P(2) = P(x)e POVD=0F) (6.20)

hvor eAAF = %, hvilket er en ligeveegtsstorrelse! Denne sammenhaeng kaldes
Crooks relation. Ud fra Crooks relation far man nemt J arzynski’s ligning, der er
meget vigtig, da den forbinder arbejdet (som defineret i (7.13)) med forskellen
i den frie energi, der kan bestemmes i ligevaegt. Jarzynski’s ligning fas ved at
summe over alle veje i (7.20):

(e7PWy = e=BAF (6.21)

Vi har her taget gennemsnittet af alle veje fra x(0) til z(7), hvor vi til tiden
t = 0 selvfplgelig startede i ligevaegt, men til tiden 7 er vi ikke i ligeveegt. Til-
gengald er AF energi-forskellen i ligevaegtssystemet (eks. AA(0) fra tidligere),
sd man kan med andre ord sige noget om det gennemsnitlige arbejde udfgrt
pa system ud fra ligevaegtsbetingelser. Vi kan nu prgve at sammenligne med
termodynamikkens anden lov, der for konstant temperatur siger at W > AF,
men i vores system er AF konstant, sa

(e”PWHBARY —q (6.22)
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s& lokalt set vil der veere brud pa termodynamikkens anden lov. Dette er dog
ikke et problem da termodynammiks anden lov udtaler sig om makroskopiske
systemer i ligevaegt, og fra Jensens ulighed ((eX) > (X)) far vi at

W) > AF (6.23)

sa i middel vil der ikke veere overtraedelser af termodynamikkens anden lov, sa
vi er glade.



